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Abstract 

Let (R, m) be a noetherian local ring and let M be an i?-module such that f] m n M = 

n>l 

0. Let M be the completion of M. We show that Ass(M) = Koatt(M) holds in the 
following three cases: if dim(i?) < 1, if M as -R-module is flat, or if M is the direct sum 
of -R-modules which are finitely generated. If M is pure in M then at least Ass(M) C 
Koatt(M) holds. If the conjecture by A. -M.Simon on complete -R-modules is valid then 
one has Koatt(M) C Ass(M). 
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Einleitung 



Sei (R, m) ein kommutativer noetherscher lokaler Ring, M ein .R-Modul mit f] m n M = 

n>l 

und M = limM/m n M die Vervollstandigung von M in der m-adischen Topologie. Wir 

interessieren uns in dieser Arbeit fiir die Menge Ass(M) aller zum i?-Modul M assoziierten 
Primideale. 1st M endlich erzeugt, gilt Ass(M) = Ass(M). 1st M nicht endlich erzeugt, 
weifi man liber die Menge Ass(M) sehr wenig. Sie kann viel grofier als Ass(M) sein, wie die 

oo oo 

Beispiele M 1 = \J R/vtf und M 2 = ]J( R / mi ) im dritten Abschnitt zeigen (wobei A = 
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Hom R (A,E) das Matlis-Duale des i?-Moduls A sei): Es ist Ass (Mi) = Ass(M 2 ) = {m}, 
wahrend nach (3.5) und (3.6) gilt 

Ass(Mi) = {m} U Ass(R) und Ass(M 2 ) = Spec(R). 

Bei beliebigem M scheint die Menge Koatt(M) ein guter Kandidat fur Ass(M) zu sein: 
p G Spec(i?) heiBt koattachiert zu M, wenn es einen Untermodul U von M gibt mit p = 
Amifj(£7). Fur die rein-injektive Hiille N von M zeigen wir nun Koatt (iV) = Koatt(M), 
und falls M rein in M ist, entsprechend Koatt(M) = Koatt(M), woraus Ass(M) C 
Koatt(M) folgt. Der Vergleich zwischen M und N fiihrt noch weiter, denn mit N 1 /M — 
P(N/M), dem groBten radikalvollen Untermodul von N/M, und H(Ni) = f| m n Ai gilt 

n>l 

nach (1.6) 

M= Ai/if(Ai). 

Daraus folgen die beiden Hauptergebnisse (1.7) und (1.8) des ersten Abschnittes: Ist 
dim(.R) < 1 oder M als iZ-Modul flach, so gilt Ass(M) = Koatt(M). 

Weil im allgemeinen M nicht rein in M ist, untersuchen wir im zweiten Abschnitt 
sogenannte totals eparierte -R-Moduln, bei denen nicht nur M, sondern alle X ® R M, mit 
X endlich erzeugt, separiert sind. Das ist nach (2.1) genau dann der Fall, wenn die rein- 
injektive Hiille von M separiert ist. Zusammen mit dem Begriff des Mittag-Leffler-Moduls 
- fur jede Familie Qi{i G /) von i?-Moduln ist die kanonische Abbildung M ® R (Y\ Qi) 
H(M ®r Qi) injektiv - erhalten wir die Implikationen 

M ist Mittag-LefHer M ist totalsepariert M ist rein in M, 

und wann hier Umkehrungen gelten, wird in (2.4) bis (2.7) untersucht. AnschlieBend geben 
wir neue Beispiele dafur, daB M nicht rein in M ist (2.8), ja sogar M flach und M nicht 
flach ist (2.9). 

Der dritte und letzte Abschnitt hat als Ziel, die Formel 

Ass (M) = Koatt (M) 

fur jeden i?-Modul M zu zeigen, der direkte Summe von endlich erzeugten (allgemeiner 
koatomaren) Moduln ist (3.4). Ob diese Formel fur jeden separierten i?-Modul M gilt, ist 
ein ungelostes Problem und hangt eng mit der von Simon 1990 gestellten Frage zusammen, 
ob Supp (M) = V(Am\ R (M)) fur jeden vollstandigen i?-Modul M gilt (3.7). 

1 Uber die Inklusion Ass(M) C Koatt(M) 

Die Menge Koatt (M) hat gegemiber den assoziierten Primidealen einige Vorteile: Ist 
p G Spec(i?) Durchschnitt von beliebig vielen koattachierten Primidealen, ist auch p G 
Koatt(M), und ist p ein Primdivisor von Ann R (M), folgt schon p G Koatt(M). Falls M 
vollstandig ist, gilt noch mehr: 

Lemma 1.1 Ist M vollstandig, so ist jedes p G Koatt(M) Durchschnitt von assoziierten 
Primidealen. 
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Beweis. 1. Schritt Es gilt (~) Ass(M) = ^/Ann^(M). Das folgt wie bei Simon 
[HI p. 243] mit Hilfe des Satzes von Baire: Aus r £ f) Ass(M) folgt mit der Abkiirzung 
M[a] = Ann M (a), daB M = |J M[r ra ] ist, also ein M[r m ] einen inneren Punkt besitzt, 

n>l 

d.h. x + m e M C M[r m ] gilt fiir ein x G M, e > 1. Aus r m • m e M = folgt r m+e ■ M = 0, 
also r G ^/Ann^M). 

Schritt Sei jetzt p G Koatt(M). Als abgeschlossener Untermodul ist auch Mi = 
M[p] vollstandig, also nach dem 1. Schritt (~) Ass (Mi) = a/ Ann^(Mi) = p wie behauptet. 

□ 

Folgerung 1.2 /si M vollstandig, so gilt Ass(M m ) = Koatt(M). 

Beweis. Stets ist Ass(M 00 ) C Koatt(M 00 ) = Koatt(M), und bei vollstandigem M 

ist p G Koatt(M) von der Form p = f] p A , alle pA G Ass(M), also nach [131 Lemma 2.5] 

AeA 

p G Ass(M 00 ). □ 

Folgerung 1.3 Ist M separiert, so ist Ass(M) C Koatt(M) aquivalent mit Koatt(M) = 
Koatt(M). 

Beweis. " <=" ist klar, und bei " =>■" ist jedes p G Koatt(M) von der Form 

p = P| Pa, alle pA G Ass(M). Nach Voraussetzung ist dann jedes pA G Koatt(M), also 
AeA 

auch p G Koatt(M). □ 

Ein i?-Modul A heifit radikalvoll, wenn mi = A gilt. Ist A beliebig, sei P(A) der 
groBte radikalvolle Untermodul von A, und falls P(A) = ist, heiBt A reduziert. 

Lemma 1.4 Sei M vollstandig und U ein Untermodul von M. Genau dann ist U vollstandig, 
wenn M/U reduziert ist. 

Beweis. " =>" Mit M 1 /U = P{M/U) gilt U+mM 1 = M 1 , wegen der Vollstandigkeit 
von U also nach Simon [9, p. 232, Lemma] U + H(M\) = M\, wegen H(M) = also 
U = M X . 

" <=" Nach Jensen [3 Proposition 3] ist ein i?-Modul A genau dann vollstandig, 
wenn er kotorsion und separiert ist, d.h. wenn ExtJj(C, A) = ist fiir alle flachen R- 
Moduln C und H(A) = 0. Mit Hilfe eines Basis-Untermoduls B von C (siehe [6j Theorem 
7.10] kann man C flach und radikalvoll annehmen, und dann ist in der exakten Folge 

Kom R (C,M/U) — ► Ext^CU) — > Ext^(C,M) 

auch das erste Glied nach Voraussetzung Null, also U kotorsion, U vollstandig wie be- 
hauptet. □ 



Lemma 1.5 Ist M C N eine rein-injektive Hiille von M, so gilt: 
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(a) Koatt(N) = Koatt(M). 

(b) H(N) ist radikalvoll und rein-injektiv. 

(c) N/H(N) ist direkter Summand eines Produktes von Moduln endlicher Ldnge. 
Beweis. 

(a) Die kanonische Abbildung a : M — > M 00 laBt sich, weil M C N rein-wesentlich 
ist, zu einem Monomorphismus (3 : N — >■ M 00 hochheben und es folgt Koatt(iV) C 
Koatt(M 00 ) = Koatt(M), wahrend " d" klar ist. 

(b) 1 . Schritt Zu jedem i?-Modul N gibt es einen reinen Monomorphismus N — > Yi A, 

in dem alle A artinsch sind. Klar ist N — > N 00 ein reiner Monomorphismus, so daB 

mit D = N° nur noch ein reiner Monomorphismus D° — > Yi A anzugeben ist: Ist 

iei 

{Bi \i G /} die Menge aller endlich erzeugten Untermoduln von D, wird ]J Bi -» D 

iei 

ein reiner Epimorphismus, also D° — > Yl(^i)° e * n zerfallender Monomorphismus, 

iei 

und alle (-Bi) sind artinsch. 

2. Schritt Ist jetzt wie in der Voraussetzung N rein-injektiv, zerfallt N — > Y[ 

iei 

also auch H(N) — > YI H(Ai). Jedes der H(Ai) ist aber radikalvoll und rein-injektiv, 

iei 

also auch ihr Produkt, also auch der direkte Summand H(N). 

(c) Der zerfallende Monomorphismus iV — > YI A induziert einen zerfallenden Mono- 

16/ 

morphismus N/H(N) — > YI ^-i/H(A i ), in dem alle Ai/H(Ai) artinsch und separiert, 

iei 

also von endlicher Lange sind. 

□ 

Folgerung 1.6 Sei M separiert, M C N eine rein-injektive Hiille von M und Ni/M = 
P(N/M). Dann ist N 1 kotorsion und 

M = N 1 /H(N 1 ). 

Beweis. Nach (1.5c) ist N/H(N) vollstandig, und weil H(N) nach (1.5b) radikalvoll, 
also in Ni enthalten ist, gilt sogar H(N) = H(Ni). Weil N/Ni reduziert ist, ist nach (1.4) 
auch N 1 /H(N 1 ) vollstandig, und weil wieder nach (1.5b) H(N 1 ) kotorsion ist, ist das auch 

Bleibt zu zeigen, daB der kanonische Monomorphismus a : M — > Ni/H(Ni) auf den 
Vervollstandigungen einen Isomorphismus a induziert, d.h. in N± = Ni/H(N\) der Un- 
termodul M = Bild a ein dichter Unterraum bezuglich der m-adischen Topologie ist: Aus 
M + m • JVi = N x folgt M + m • = 7h, so daB nur noch JI ") m" • T 7 m" • 17 1'iir alle 
n > 1 zu zeigen ist, und das ist klar wegen (M + H(N 1 )) n m n • JVi = m n ■ M + H(N 1 ). □ 
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Satz 1.7 1st M separiert und dim(i2) < 1, so gilt Ass(M) = Koatt(M). 

Beweis. 1. Schritt Allein aus dim(R) < 1 folgt fiir jeden sockelfreien .R-Modul 
B und jeden radikalvollen Untermodul A, daB auch B/A sockelfrei ist: Wegen m <£. (J 
Ass(A)U (J Koass(A) gibt es ein rem, das bijektiv auf A operiert, so daB Ext^(£;, A) = 
ist und aus Hohir(£;, I?) — > Hom^(fc, -B/A) — )■ die Behauptung folgt. 

,2. Schritt Fiir " c" sei p £ Ass(M): Falls p/ra, ist p minimal iiber Ann^(M) = 
Ann R (M), also p £ Koatt(M). Falls p = m, ist So(M) ^ 0, mit den Bezeichnungen 
von (1.6) also So(N 1 /H(N 1 )) ^ 0. Nach dem ersten Schritt folgt So(iVi) ^ 0, m £ 
Koatt(iVi) C Koatt(iV), also nach (1.5a) m £ Koatt(M). 

3. Schritt Fiir " D" gilt ohne jede Beschrankung an dim(i?) : Ist M separiert und 
Ass(M) endlich, folgt Ass(M) = Koatt(M). Jedes p £ Koatt(M) ist ja nach (1.1) von der 
Form p = pi n ■ • • n p m mit pi £ Ass(M), und daraus folgt p £ Ass(M). □ 

Satz 1.8 Sei M separiert und M als R-Modul flach. Mit einer rein-injektiven Hulle M C 
iV gilt dann: 

(a) N/M ist radikalvoll und H(N) C® N. 

(b) M = N/H(N). 

(c) Ass(M) = Koatt(M). 

Beweis. 

(a) Nach (1.6) ist M Ni/H(N 1 ), also H(N{) rein in N t , und weil H(N X ) = H(N) 
nach (1.5b) rein-injektiv ist, folgt H(Ni)®X = N x . Der vollstandige flache i?-Modul 
X = M ist nach Jensen [5l Proposition 4] rein-injektiv, so daB auch N x rein-injektiv 
ist und aus der Minimalitatseigenschaft der rein-injektiven Hiille folgt N\ = N. 
Damit sind beide Punkte bewiesen, ebenso (b). 

(c) " c" 1st p assoziiert zu M = N/H(N), folgt wegen H(N) C® sogar p £ Ass(iV), 
also wieder nach (1.5a) p £ Koatt(M). 

" D" Wie im dritten Beweisschritt von (1.7), denn zu jedem flachen i?-Modul C 
gibt es einen reinen Epimorphismus — > C, so daB Ass(C) C Ass(i?) endlich ist. 

□ 

Uber einem diskreten Bewertungsring ist nach Fuchs, Salce und Zanardo [5J Lemma 5] 
ein reiner Untermodul A von B genau dann rein-wesentlich in B, wenn B/A teilbar und 
A 1 groB in B 1 ist. Erstaunlicherweise gilt die Implikation " <=" iiber jedem noetherschen 
lokalen Ring: 

Lemma 1.9 Sei A ein reiner Untermodul von B und B/A radikalvoll, H(A) grofi in 
H(B). Dann ist A sogar rein-wesentlich in B. 
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Beweis. Sei X C B, X fl A = und (X © A)/X rein in B/ X. Wir miissen zeigen, 
daB X = ist. 

Zunachst ist X C H(B), denn fiir alle n > 1 gilt mit c = m n und B = B/X, daB nach 
Voraussetzung Aflc-5 = c-I ist, also X n (A + cB) = X n cB : x E Xn(A + zB) ^ 
x — a E cB, a E An c ■ B, a E c ■ A, a E cA wegen X fl A = 0, also x E cB. Weil nach 
Voraussetzung B j A radikalvoll, also A + cB = B ist, folgt X C cB = m n B. 

Aus X C H{B) und X n -H"(A) = folgt mit der dritten Bedingung X = 0. □ 

Folgerung 1.10 Ist M separiert und M rein in M , so gilt: 

(a) M ist rein-wesentlich in M . 

(b) M ist totalreduziert, d.h. fiir jeden endlich erzeugten R-Modul X ist X <S>r M redu- 
ziert. 

(c) Ass(M) C Koatt(M). 
Beweis. 

(a) A = M und B = M erfiillen die Voraussetzungen von (1.9), denn naturlich ist 
M/M radikalvoll und sogar H(M) = 0. 

(b) Mit einer exakten Folge R n R m -A- X -»■ ist auch R n ® R M -> R rn ® R M -> 
X (8i_r M — >• exakt, also Kern(/3 ® 1) als Faktormodul von R n ® R M vollstandig. 
Nach (1.4) ist deshalb X ® R M reduziert, also auch der Untermodul X ®# M. 

(c) Die rein-injektive Hiille M C N lafit sich, weil jetzt M C M rein-wesentlich ist, zu 
einem Monomorphismus M — )■ X hochheben, und wieder mit (1.5a) folgt Ass(M) C 
Ass(X) C Koatt(M). 

□ 

Bemerkung 1.11 Ohne die Reinheit von M in M gilt (b) nicht einmal fiir X = i?/p: 
Nach Griffith [U p. 323] gibt es iiber jedem 2-dimensionalen, abzahlbaren, regularen Ring 
R einen flachen Untermodul M C R^> und ein Primideal p C m, so daB M/pM den 
Quotientenkorper von i?/p entha.lt, also nicht reduziert ist. 

Frage 1 Fiir welche separierten .R-Moduln M gilt Ass(M) C Koatt(M)? 
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2 Totalseparierte Moduln 



Ein i?-Modul M heiBe totalsepariert, wenn X® R M separiert ist fur jeden endlich erzeugten 
i?-Modul X. Natiirlich ist jeder endlich erzeugte i?-Modul totalsepariert, allgemeiner jeder 
koatomare i?-Modul M, denn dann ist m e M endlich erzeugt fiir ein e > 1, also audi 
X ® R M koatomar, insbesondere separiert. Uber einem diskreten Bewertungsring R ist 
sogar jeder separierte i?-Modul M bereits totalsepariert, denn X ist von der Form X = 
R/a-i x • • • x R/a n , und weil offenbar alle R/di ® R M = M/ojM separiert sind, ist es auch 
X ® R M. 

Lemma 2.1 Fiir einen R-Modul M sind dquivalent: 

(i) M ist totalsepariert. 

(ii) Die kanonische Abbildung M — > Yi M/m n M ist ein reiner Monomorphismus. 

n>l 

(Hi) Die rein-injektive Hiille N von M ist separiert. 

Beweis. (i — > ii) Wir miissen zeigen, daB fiir jeden endlich erzeugten i?-Modul X die 
kanonische Abbildung X ® R M — > X ® R ( fj M/m n M) injektiv ist. Nach Voraussetzung 

n>l 

ist nun I® fi M separiert, d.h. die Abbildung I® fi M4 f] (X ® fl M) <3 R R/m n = 

n>l 

Y\ (X ® R M/m n M) injektiv, und weil X ® R — mit beliebigen Produkten vertauscht, ist 

n>l 

das die Behauptung. 

(ii — > %%%) Ein beliebiges Produkt von reinen Epimorphismen fa : Bi — > Ci ist wieder 
rein, denn fiir jeden endlich erzeugten i?-Modul X sind alle Hom^(A, Bj) — > Hom R (X, Cj) 
surjektiv fiir iei, also auch Hom R (X, Y[ Bi) — > Hom i? (A, Y\ Ci). 



Ist nun M C N eine rein-injektive Hiille, sind alle a n : M/m n M — > N/m n N reine 
Monomorphismen, also im kommutativen Diagramm 



M 



C 



/ 



N 



[] M/m n M 

n>l a n>l 



auch a = []a„ ein reiner Monomorphismus. Weil die kanonische Abbildung / nach 
Voraussetzung rein ist, folgt aus der Definition von rein-wesentlich, daB g injektiv, d.h. 
Kern# = H(N) = ist. 
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(Hi — >■ i) N ist separiert, also nach (1.5c) direkter Summand von Y[ Yu wobei alle Yj, 

iei 

von endlicher Lange sind. Klar sind alle Yj, totalsepariert, also auch Yl Y^ also auch der 

iei 

reine Untermodul M. □ 
Folgerung 2.2 Fiir einen separierten R-Modul M sind dquivalent: 

(i) M C M ist eine rein-injektive Hiille. 

(ii) M ist totalsepariert und N/M radikalvoll. 

Beweis. (i — > ii) Stets ist M/M radikalvoll, und weil M rein-injektiv und separiert, 
also nach (1.5c) totalsepariert ist, ist das auch der nach Voraussetzung reine Untermodul 
M. 

(ii — > i) Aus der zweiten Bedingung folgt nach (1.6) M = N/H(N), aus der ersten 
nach (2.1) H(N) = 0. □ 

Bemerkung 2.3 Fiir eine rein-wesentliche Erweiterung A C B folgt unmittelbar aus der 
Definition, daB jeder endlich erzeugte reine Untermodul von B/A bereits Null ist. Speziell 
fiber einem diskreten Bewertungsring R sieht man mit Hilfe eines Basis- Untermoduls, daB 
dann B/A sogar radikalvoll ist, und weil jeder separierte i?-Modul nach der Einleitung 
bereits totalsepariert ist, erhalt man: 

Uber einem diskreten Bewertungsring R gilt fiir jeden separierten R-Modul M , dafi 
M C M eine rein-injektive Hiille ist. 

Satz 2.4 Sei M separiert und M als R-Modul flach. Dann sind dquivalent: 

(i) M ist totalsepariert. 

(ii) Fiir jedes Primideal p von R ist M/pM separiert. 

(Hi) M ist rein in M. 

Falls R vollstdndig, ist das weiter dquivalent mit 

(iv) M ist ein Mittag-Leffler-Modul. 



Beweis. (i — > ii) ist klar, weil X Cg)# M speziell fiir X = R/p separiert ist. 

(ii — > iii) Fiir jedes Ideal o von R gilt: Ist Mj aM separiert, folgt \I' )a.\l = aM, denn 
mit P = J] M/m n M ist die kanonische Abbildung M/aM ->■ f] (M/aM (g) R R/m n ) = 

n>l n>l 

P/aP injektiv, also sogar M D aP = aM. 
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Unter unseren Voraussetzungen ist deshalb Torf (R/p, M/M) = fur jedes Primide- 
al p, also sogar Torf (X, M/M) = fur jeden endlich erzeugten _R-Modul X, und das 
bedeutet, dafi M/M flach, also M rein in M ist. 

(Hi i) Jeder vollstandige flache i?-Modul ist wieder nach Jensen JSJ Proposition 
4] rein-injektiv, insbesondere nach (1.5c) totalsepariert. Mit M ist also audi der nach 
Voraussetzung reine Untermodul M totalsepariert. 

(iv — > i) gilt auch ohne die Vollstandigkeit von R. Ein .R-Modul M heifit nach 
Raynaud und Gruson 2.1.5] Mittag-Leffler-Modul, wenn fiir jede Familie (Qi\i G /) von 
.R-Moduln die kanonische Abbildung M ® R (YlQi) ->■ H(M ® R Qi) injektiv ist. M ist 
dann separiert, denn zu jedem x G H(M) gibt es nach [7J 2.2.1] einen rein-pro jektiven 
Untermodul U von M, so dafi x G U und U rein in M ist: Aus dem ersten folgt H(U) = 0, 
aus dem zweiten x G U PI H(M) = H(U), also x = 0. 

M ist sogar totalsepariert, denn fiir jeden endlich erzeugten i?-Modul X ist X ®# M 
wieder ein Mittag-Leffler-Modul: Im kommutativen Diagramm 



(x ® R m) ® R (n q 1 
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n((A ® fi M) ® R Qi 




m® r (x ® R UQi 

P 



M ® R (U(X ® R Qi)) 5 U(M ® R (X ® R Qi)) 



ist nach Voraussetzung a injektiv, ebenso (3 wegen X endlich erzeugt, also auch 7 wie 
behauptet. 

(ii — > iv) Nach dem bereits Bewiesenen ist auch M flach, also M nach [?l 2.5.3] 
wegen der Vollstandigkeit von R ein Mittag-Leffler-Modul. □ 



Folgerung 2.5 Ist dim(i?) < 1, so ist jeder separierte flache R-Modul bereits totalsepa- 
riert. 



Beweis. Mit Punkt (ii) des Satzes: Naturlich ist M/mM separiert, und bei p ^ m 
lafit sich R/p in R einbetten, also auch M/pM in M, so dafi M/pM separiert ist. □ 

Bemerkung 2.6 Die Implikation (i — > iv) im Satz gilt nicht mehr, sobald R unvoll- 
standig ist: Aus der rein-exakten Folge 0— > R — > R R/R — > folgt mit C = R/R, 
dafi O-^^->fl® R E->^0i;C-)-O zerfallt und R® R C radikalvoll 7^ ist, also 
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R <S>r R einen radikalvollen direkten Summanden 7^ besitzt. Damit ist R ®# R kein 
Mittag-Leffler-Modul, also auch nicht M = R, obwohl M totalsepariert ist. 

Bemerkung 2.7 Die Implikation (iii — > i) im Satz gilt auch dann, wenn M separiert 
und M/mM endlich erzeugt ist: Weil dann M/xnM -»■ M 00 /m- M 00 , also auch M/mM -> 
N/mN ein Isomorphismus ist, ist iV/M radikalvoll und nach (1.6) M = N/H(N), also M 
nach (1.5c) totalsepariert. Wie in (2.4, m — >■ i) folgt die Behauptung. 

Der in (1.11) angegebene Modul aus [4J ist ein erstes Beispiel dafur, dafi ein separierter 
flacher R- Modul A nicht rein in A sein mufi. Wir wollen jetzt eine ganze Reihe von solchen 
Beispielen angeben, die auf folgendem Prinzip beruhen: Ist M separiert und M C A C M 
ein Zwischenmodul, so folgt aus dem kommutativen Diagramm 



M/m n M M/m n M 




A/m n A 



dafi A genau dann ein dichter Unterraum von M, d.h. A = M ist, wenn A/M radikal- 
voll ist. Aber A mufi keineswegs rein in M sein: 

Beispiel 2.8 Sei R ein unvollstandiger Integritdtsring mit dim(i?) > 2, so dafi R/a 
vollstdndig ist fur alle Ideale o ^ 0. Dann gibt es einen separierten flachen R-Modul A, 
so dafi A/xnA einfach ist, aber A nicht rein in A. 

Beweis. Nach Rotthaus [8j 1.4] gibt es zu jedem n > 2 einen Integritatsring R 
mit dim(i?) = n und der gewiinschten Eigenschaft. Nach [T2| Beispiel 2.4] ist dann 
Koass fl (i?) = {0,m}, also Koass R (R/R) = {0}, d.h. R/R = mit K = Quot(i?) 
und 1^0. Mit irgendeinem 7^ p C m ist dann X = R p ein flacher, radikalvoller Unter- 
modul von K, aber nicht rein in K. Wahlt man Zwischenmoduln R C A C B C R mit 
B/R = K, A/R = X, so ist A separiert und flach, A/rtvl einfach, A nicht rein in R = A. 

□ 

Bemerkung 2.9 Ist M wie in der Voraussetzung zu (2.4) separiert und M als i?-Modul 
flach, mufi M selbst nicht flach sein (so dafi insbesondere M nicht rein in M ist). Ein Bei- 
spiel dazu geben Bartijn und Strooker in pQ Example 3.11a], weitere folgen mit unserer 
Konstruktion in (2.8): Ist R ein Integritatsring mit dim(i?) > 3, so gibt es einen Unter- 
modul X von K, der radikalvoll, aber nicht flach ist. Ist zusatzlich Ko&ssr(R) = {0,m} 
und R C A C B C R wie in (2.8), wird A — R flach, obwohl A/mA einfach und A nicht 
flach ist. 
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In unseren Beweisen wurde mehrfach beniitzt, daB ein vollstandiger, flacher i?-Modul 
rein-injektiv, also totalsepariert ist. 

Frage 2 Ist jeder vollstandige i?-Modul M totalsepariert? 



3 Direkte Summen von koatomaren Moduln 

Firr jeden koatomaren i?-Modul M gilt Ass(M) = Koatt(M): Weil M totalsepariert, 
also rein in M ist, gilt Ass(M) C Koatt(M), und wegen Koatt(M) = Ass(M) folgt 
die Behauptung. Wir wollen mit einigem Aufwand dieselbe Formel fiir beliebige direkte 
Summen von koatomaren i?-Moduln beweisen. 

Lemma 3.1 Sei M = ]J Mj separiert und seien alle Mi rein in M^. Dann ist auch M 

iei 

rein in M. 

Beweis. Nach Simon j!). p. 244] kann man M als Modul zwischen ]J Mj und Y[ ^% 
auffassen, namlich 

(*) M = {(xi) G JJ Mi| Fiir jedes n > 1 gilt: Fast alle x { e m n ■ M t }. 

Stets ist [jifj rein in a l so ers ^ recht in M, und weil nach Voraussetzung alle Mj 

rein in Mj, also auch ]J Mj rein in JjMj ist, folgt die Behauptung. □ 

Folgerung 3.2 Ist in M = ]JMj jedes Mi vollstandig und Untermodul eines flachen 
R-Moduls, gilt Ass(M) = Koatt(M). 

Beweis. Aus M rein in M folgt Ass(M) c Koatt(M), und weil jedes Mi, also auch 
Y[ Mi, also nach (*) auch M Untermodul eines flachen i?-Moduls ist, ist Ass(M) C Ass(R) 
endlich und es folgt Gleichheit. □ 

oo 

Proposition 3.3 Sei R ein vollstandiger Integritdtsring und sei M = ]J R/a-i ein treuer 

i=i 

R-Modul. Dann folgt G Ass(M). 

oo oo 

Beweis. Aus f\ Oi = folgt mit bj = Oifl- • -flOi, dafi bi D b 2 D ■ ■ ■ ist und (~) bj = 0. 

i=i i=i 

Falls R ein Korper, ist nichts zu zeigen. Falls R kein Korper, folgt mit irgendeinem 

oo 

7^ r G m fiir jedes n > 1, daB bi : (r n ) D b 2 : (r n ) D • • • ist und f] bi : (r n ) = 0, 

i=i 

also nach dem Theorem von Chevalley [2J Chap. Ill, §2, Prop. 8] ein j n > 1 existiert mit 
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bj n : (r n ) C m n . Wir wollen gleich ji < j 2 < jz < • ■ • annehmen, und mit Xj := r n G R/ cij 
fur alle j n __i < i < j n leistet dann 

oo 

x = (Xi) = (f, ...,f,r 2 , ...,r 2 ,r 3 , ...) G ^Q-RM 

i=\ 

das Gewiinschte: Fiir jedes n > 1 sind fast alle Xi G m n ■ R/ch, so da8 nach (*) folgt 
x G M. Und weil Ann^x) C ai : (r n ) n a 2 : (r n ) n ■ ■ ■ H a jn : (r n ) = b jn : (r n ) C m n ist 
fiir alle n > 1, folgt Anri/j(x) = 0, d.h. G Ass(M) wie behauptet. □ 

Satz 3.4 Seien in M = £J Mj oiZe Mj koatomar. Dann gilt Ass(M) = Koatt(M). 

iei 

Beweis. Weil M totalsepariert, also rein in M ist, gilt wieder Ass(M) C Koatt(M). 
Die Umkehrung zeigen wir in drei Schritten: 

oo 

1. Schritt Ist R vollstandig und sind in M = ]J Mj alle Mj koatomar, gilt Koatt(M) C 

i=i 

Ass(M). Aus Koatt(M) = Ass(M) fiir alle % G I folgt nach [H Folgerung 1.7] Koattfl] M t ) = 
Ass(n Mj), so dafi zu jedem p G Koatt(M) ein y = (yA e []Mj existiert mit p = Aixa R {y). 
Weil R/p ein vollstandiger Integritatsring und \J RlJi & ls -R/p-Modul treu ist, gibt es nach 
der Proposition ein x G Y\Ryi, so dafi Ann R / p (x) = ist und fiir jedes n > 1 gilt: Fast 
alle Xi liegen in m™ • Ryi, also in m n • Ryi C m n • Mj. Damit ist x G M und AmiR(x) = p 
wie gewiinscht. 

2. Schritt Ist R vollstandig und sind in M = JJ Mj alle Mj koatomar, gilt Koatt(M) C 

iei 

Ass(M). Der abzahlbare Fall ist der erste Schritt. Sei also I iiberabzahlbar und p G 
Koatt(M), d.h. p = Ann B (M[p]) = f| Ann i? (Mj[p]). Nach pU Lemma 2.1] gibt es eine 

iei 

abzahlbare Menge mit demselben Durchschnitt, d.h. paarweise verschiedene ... G 

oo oo 

I mit p = fl Ann fl (Mj m [p]). U = |J M im ist direkter Summand von M und p G 

m=l m=l 

Koatt(C/), also nach dem 1. Schritt p G Ass(£7) C Ass(M) wie gewiinscht. 

3. Schritt Ist schliefilich R beliebig und M wie oben, sind in R ® R M = ]J R ®# 

iei 

Mi alle Summanden als .R-Moduln koatomar, so dafi nach dem 2. Schritt Koatt R (.R ® R 

M) C Ass R (i? ® R M) gilt, wegen R® R M = M nach [10, p.17] also Koatt A (£ ® B M) C 
Ass^(M). Sei nun p G Koatt(M) : Mit p = Ann R (U) und A = Ann R (R ® R U) wird 
R/p R/A injektiv, so dafi es ein A C Q G Spec(i?) gibt mit Q fl R = p, dazu ein 
Primideal A G P G Q, das minimal iiber A ist, und dann ist P G Koatt B (i? ® B i7) C 
Koatt fl (.R <S) R M) sowie P n R = p. Nach dem ersten Teil folgt P G Ass^(M), also p G 
Ass(M) wie gewiinscht. □ 

oo 

Beispiel 3.5 Ist M = \J R/m\ so gilt Ass{M) = {m}U Ass{R). 

i=i 
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oo 

Beweis. Nach [H p.1984] ist Koatt(]J R/m*) = {m}U Ass(-R). 

i=i 



□ 



Beispiel 3.6 Is* M = ]J(^/^) ; so gilt Ass{M) = Spec{R). 

i=l 

oo 

Beweis. Fur jedes Primideal p gilt, dafi M[p] = [] (.R/m^+p) ist, also Ann i? (M[p]) = 

i=l 

oo 

f) (m' + p) = p, d.h. p £ Koatt(M). □ 

8=1 

Frage 5 Fiir welche separierten .R-Moduln M gilt Koatt(M) C Ass(M)? 



Bemerkung 3.7 Fiir einen beliebigen i?-Modul M betrachten wir die folgenden drei 
Bedingungen: (A) Ass(M) = Koatt(M), (S) Supp (M) = V(Ann R (M)) und (B) 
Ass(M) besitzt eine endliche finale Teilmenge. Weil (S) aquivalent damit ist, daB jeder 
minimale Primdivisor von Ann^(M) zu Ass(M) gehort, gilt stets (A ^> S) und (S 
B). Erfiillen aber alle vollstandigen i?-Moduln die Bedingung (B), so auch (A): Aus M 
vollstandig und p £ Koatt(M) folgt Mi = M[p] vollstandig und p = Ann R (Mi), also nach 
(1.1) p = fl Ass(Mi) und wegen (B) p £ Ass(Mi) C Ass(M). 

Simon stellte in p. 244] die bis heute unbeantwortete Frage, ob alle vollstandigen 
.R-Moduln die Bedingung (S) erfiillen. Nach dem Vorhergehenden ist das aquivalent mit 
der Frage, ob alle separierten i?-Moduln M die Bedingung Koatt(M) C Ass(M) erfiillen. 

Bemerkung 3.8 Auch unser in [Til p. 197] gestelltes Problem ist bis heute ungelost: Gilt 
fiir jeden i?-Modul A, daB Koass(A) eine endliche finale Teilmenge besitzt? 

Dabei heiBt ein Primideal p koassoziiert zu A, wenn es einen artinschen Faktormodul 
A/U gibt mit p = Ann^(A/C/), und wegen Koass(v4) = Ass(A°) ist unsere Frage aquivalent 
damit, ob alle dualen i?-Moduln M = A die Bedingung (B) in (3.7) erfiillen. 
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